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Resumen 
 
Se revisa la evolución histórica del problema de la Tomografía por Impedancia Eléctrica 
(TIE), señalando la relevancia de esta novedosa técnica para aplicaciones médicas.  Los 
autores pretenden exponer las ideas principales a través de ejemplos sencillos, sin omitir 
el  carácter  científico  del  texto,  y  destacando  algunos  de  los  resultados  más  recientes 
obtenidos por esta técnica de imagen, que podría estar bien en el corto tiempo como una 
herramienta auxiliar muy importante en el diagnóstico médico. 
Palabras clave: Tomografía por Impedancia Eléctrica, Funciones Pseudoanalíticas. 
 
 
Electrical Impedance Tomography: A New Branch of Chaos Theory? 
 
Abstract 
 
We review the historical development of the Electrical Impedance Tomography problem, 
pointing out the relevance of this novel technique for medical applications.  The authors 
intend to expose the main ideas through simple examples, without omitting the scientific 
nature  of  the  text,  and  remarking  some  of  the  most  recent  results  achieved  for  this 
imaging technique that could be, well in the short time, a very important auxiliary tool for 
medical diagnosis. 
Keywords: Electrical Impedance Tomography, Pseudoanalytic Functions. 
 
 
 
En  1980,  el  matemático  argentino  Alberto  Pedro  Calderón  publicó  en  un  artículo  in 
extenso [1] un problema que hoy lleva su nombre en el mundo de los investigadores de la 
Física Matemática. 
 
A través de los años, este problema ha cobrado tanta importancia en aplicaciones de 
imagenología médica que en esta área se le refiere con otro nombre: Tomografía por 
Impedancia Eléctrica (TIE). 
 
Aunque la primera impresión pudiera sugerir lo contrario, resulta más fácil describir 
este problema desde el punto de vista matemático.  Se trata de un problema inverso con 
valores en  la frontera.  La TIE trata de  un fenómeno de conductividad eléctrica, pero Rev. del Centro de Inv. (Méx.) Vol. 9 Núm. 34 Jul. - Dic. 2010 
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pudiera resultar más sencillo para el lector comenzar con un ejemplo de termodinámica 
con el fin de ilustrar cuál es el objeto de un problema de este tipo. 
 
Supongamos  que  una  persona  observa  un  cuerpo  en  tres  dimensiones  (cualquier 
forma geométrica del mundo real es útil: una esfera, un cubo, etcétera), y se comienza a 
medir minuciosamente la temperatura en cada punto de este cuerpo. 
 
Esto es, le interesa conocer la temperatura en la superficie del cuerpo en fracciones 
de área sumamente pequeñas.  La forma de estas pequeñas superficies debe ser igual, y 
todas  deben  procurarse  de  igual  tamaño.    Es  como  si  se  tratara  de  cubrir  un  objeto 
(digamos, una esfera) con pequeños trozos cuadrados de papel.  El objetivo es que los 
trozos no se empalmen significativamente, en la medida de lo posible, ni dejen huecos sin 
cubrir.  El resultado luciría como una esfera de espejos que pende del techo de una sala 
de baile. 
 
Pues bien, el observador habrá de anotar la temperatura que tenga cada uno de los 
cuadros que cubre el cuerpo, formando una gran colección de valores de temperatura y, 
desde luego, la ubicación de los cuadros a los que corresponden. 
 
Esta  colección  de  datos  es  lo  que  llamaremos  valores  en  la  frontera.    El  nombre 
busca  resaltar  que  el  observador  no  tiene  derecho  a  medir  la  temperatura  en  ningún 
punto al interior de la esfera. 
 
El reto es el siguiente ¿existe alguna manera de emplear los valores de frontera para 
calcular la temperatura en cualquier punto al interior de la esfera?  Si es posible plantear 
correctamente esta pregunta, entonces tendremos un problema inverso. 
 
La situación se torna aun más desafiante si se considera que el interior de la esfera 
está  conformado  por  muy  distintos  materiales,  que  poseen  distintas  propiedades  para 
conducir y conservar el calor.  Claro, tampoco tenemos derecho a conocer cuáles son 
estos materiales ni la manera en que se encuentran mezclados. 
 
En breve, el reto consiste en determinar los materiales que se encuentran al interior 
de la esfera, y su distribución, a partir sólo de los valores de temperatura que se conocen 
de la superficie de la esfera. 
 
El lector podrá constatar que no se trata de un problema trivial, y no es imprudente 
mencionar ahora que este problema puede plantearse virtualmente de la misma manera 
cuando se habla de valores eléctricos. 
 
El lector disculpará que no abundemos en mayores detalles respecto a los métodos 
de medición de parámetros eléctricos, pues el texto podría volverse inapropiado para esta 
publicación, pero se puede tener una visión lo suficientemente clara del problema si se 
evoca la esfera de la sala de baile citada en párrafos anteriores. 
 
Cada cuadro que la cubre será ahora un electrodo, que medirá el potencial eléctrico 
en  la  superficie  de  la  esfera.    Entonces  el  reto  consiste  en  determinar,  a  partir  de  la 
lectura de los electrodos, cuáles son los materiales al interior y cuál es su distribución.  
Recuérdese que está prohibido efectuar mediciones al interior. 
 
Probablemente, un lector acostumbrado a la lectura crítica de textos técnicos, tendrá 
a flor de boca una pregunta realmente fundamental  ¿Cuántas combinaciones distintas de 
materiales pueden existir al interior de la esfera, de tal suerte que los electrodos registren 
exactamente los mismos valores eléctricos? 
 
Desde  luego,  aquellos  que  no  cuestionaron  tal  evento  no  deben  sentirse 
desplazados.  Esta pregunta suele surgir sólo cuando se ha dedicado un largo tiempo al Rev. del Centro de Inv. (Méx.) Vol. 9 Núm. 34 Jul. - Dic. 2010 
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estudio de los problemas de la Física Matemática, y por lo general, el logro de plantearla 
no conlleva el privilegio de responderla. 
 
La respuesta a esta pregunta la dio Alberto  Pedro Calderón, en 1980, de manera 
ejemplar, en el artículo citado justo en el primer párrafo de este texto: Sólo puede existir 
una  combinación  de  materiales  para  cada  colección  de  datos  registrados  por  los 
electrodos. 
 
Digámoslo  en  otras  palabras:  No  pueden  existir  dos  combinaciones  distintas  de 
materiales que generen las mismas lecturas en el arreglo de electrodos antes citados.  El 
gran  mérito  de  A.  P.  Calderón  consistió  en  proponer  toda  la  estructura  lógica  que 
demuestra este hecho. 
 
Las implicaciones de este descubrimiento son importantísimas.  Si logramos deducir 
el tipo de materiales, y la forma en que están combinados al interior de un cuerpo, con 
tan  sólo  conocer  las  lecturas  eléctricas  en  su  superficie,  entonces  habremos  logrado 
precisamente  aquello  que  un  médico  desearía  al  auscultar  un  paciente:  tener  una 
descripción de lo que se encuentra al interior del cuerpo, sin la necesidad de realizar 
cortes en los tejidos. 
 
Así  pues,  en  lenguaje  un  poco  más  técnico,  A.  P.  Calderón  dejó  en  claro  que, 
efectivamente, es posible entender la manera en que fluyen las corrientes eléctricas al 
interior de un cuerpo, cuando se aplica cierta cantidad de energía eléctrica alrededor de 
éste.  El lector no debe evocar una terrorífica escena de electrocución al leer este párrafo.  
De hecho, las corrientes eléctricas de las que hablamos son tan pequeñas que resultan 
inofensivas. 
 
Incluso podrían ser más débiles que las empleadas en los aparatos de relajación por 
estimulación  eléctrica,  que  desde  hace  muchas  décadas  se  emplean  con  fines  de 
rehabilitación o por simple placer. 
 
La idea es que si somos capaces de conocer las trayectorias de ciertas corrientes, 
entonces  también  podremos  entender  qué  tipo  de  materiales  provocaron  su 
desplazamiento en tales direcciones.  Así, al menos desde el punto de vista eléctrico, 
sabremos  qué  es  lo  que  se  encuentra  al  interior  de  un  cuerpo,  o  en  términos  de 
imagenología médica, podremos realizar tomografías. 
 
Pero debemos mencionar una cruda realidad en el mundo de la Física Matemática: 
Tener la certeza de que un problema tiene solución, no implica que somos capaces de 
encontrarla.  
 
De ello pueden dar fe los investigadores que, a partir de la publicación del artículo de 
A. P. Calderón en 1980, dedicaron una gran cantidad de trabajos con el fin de aproximar 
la solución al problema de Tomografía por Impedancia Eléctrica (para una descripción 
mucho más detallada, puede consultarse, por ejemplo, [2-3]). 
 
No transcurrió mucho tiempo antes de que la comunidad científica comprendiera que 
los  métodos  matemáticos  requeridos  para  aproximar  la  solución  del  problema  de  TIE 
tenían un alto grado de dificultad. [4]  Un tanto peor, los métodos eran, en su mayor parte, 
inaccesibles para las herramientas del Análisis Matemático conocidas en aquellas fechas. 
 
Explorar la literatura dedicada al tema nos conduce a un sinnúmero de sorpresas, 
que  van  desde  algoritmos  extremadamente  complejos  y  costosos  en  términos  de 
recursos de cómputo [5] hasta la opinión de muchos expertos calificando como imposible 
el obtener una aproximación a la solución en forma analítica. [6] 
 
Al  final  encontraremos  que,  durante  más  de  veinte  años  posteriores  a  su 
planteamiento, el problema de Tomografía por Impedancia Eléctrica se mantuvo fuera del Rev. del Centro de Inv. (Méx.) Vol. 9 Núm. 34 Jul. - Dic. 2010 
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alcance  de  los  métodos  numéricos  más  poderosos,  y  agotó  las  propuestas  de 
distinguidos  investigadores  de  la  Física  Matemática  para  establecer  modelos  que 
describieran la dinámica de la TIE. 
 
Empero, la comunidad científica no perdió el interés en el problema por completo.  
Prueba  de  ello  es  la  extensa  bibliografía  que  año  con  año  se  continuó  dedicando  al 
problema. [7] 
 
En muchos sentidos, esto se debe a que la TIE resulta verdaderamente atractiva para 
los especialistas en medicina cuando se compara con otros métodos de tomografía.  Por 
ejemplo,  de  llevarse  a  cabo  efectivamente,  su  costo  estimado  siempre  resultaría 
significativamente  menor  que  el  de  una  tomografía  por  Resonancia  Magnética  (en  la 
literatura especializada esta técnica es referida por las siglas MRI).  
 
Además, como mencionamos antes, la TIE no causa daños a los cuerpos analizados, 
como lo haría la Tomografía por Emisión de Positrones (PET), y esto hace que su campo 
de aplicación se extienda mucho más allá de la imagenología médica (por ejemplo, en las 
industrias químicas y extractivas, así como en las metalúrgicas). 
 
Sin embargo, las aportaciones que los investigadores realizaron en los casi veintiséis 
años  posteriores  al  planteamiento  de  la  TIE  (en  muchos  sentidos  admirables  por  su 
originalidad), no lograron impactar significativamente en el Estado del Arte. 
 
Fue hasta el año 2006 que el estudio de la Tomografía por Impedancia Eléctrica dio 
un vuelco impresionante.  Los investigadores finlandeses de la universidad de Helsinki, 
Kari  Astala  y  Lassi  Päivärinta,  [8]  descubrieron  que  la  Ecuación  de  Conductividad  de 
Corrientes (ECC) en dos dimensiones (cuyo estudio es la piedra angular para la TIE) es 
completamente  equivalente  a  una  ecuación  diferencial  conocida  como  la  ecuación  de 
Vekua. [9] 
 
Aunque  el  trabajo  de  Astala  y  Päivärinta  no  presentaba  en  forma  explícita  la 
estructura  de  la  solución  general  para  la  ECC,  era  la  primera  vez  que  la  comunidad 
científica podía apreciar la dinámica del sistema sin hacer uso de métodos numéricos, 
algo que es de suma importancia para comprender a fondo la naturaleza de cualquier 
fenómeno. 
 
De  manera  general,  podemos  decir  que  un  método  numérico  brindará  una 
aproximación  de  la  dinámica  de  un  sistema  mediante  cálculos  aritméticos  extensos  y 
complejos, arrojando como resultado una perspectiva cuantitativa que, dependiendo de la 
técnica utilizada, nos permitirá estimar el comportamiento del sistema con cierta exactitud 
y precisión. 
 
Mas lo que se obtendrá a final de cuentas será un conjunto de números, que si bien 
pueden ilustrar la dinámica de un sistema, no mostrarán de forma inmediata la manera en 
que los distintos factores involucrados afectan al resultado. 
 
De  hecho,  casi  en  la  totalidad  de  los  algoritmos  numéricos  deben  aplicarse, 
adicionalmente, métodos estadísticos avanzados para conocer cuáles son los factores 
que más afectan al resultado, y otro tanto debe hacerse para entender la manera en que 
lo hacen. 
 
Aquí  es  conveniente  aludir  al  título  de  nuestro  artículo  ¿Será  la  Tomografía  por 
Impedancia Eléctrica una nueva rama de la Teoría del Caos?  Dejamos a los lectores la 
tarea de consultar con mayor detalle el sentido en el que hemos empleado el término 
"Caos", que es el eje temático del grueso de la publicación, y haremos énfasis en una Rev. del Centro de Inv. (Méx.) Vol. 9 Núm. 34 Jul. - Dic. 2010 
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característica  que  todo  investigador  interesado  en  la  TIE  no  puede  dejar  de  notar:  El 
problema se considera altamente inestable. 
 
Básicamente,  esto  quiere  decir  que  pequeñas  variaciones  en  las  condiciones  de 
frontera  (lecturas  en  los  electrodos)  redundarán  en  severos  cambios  en  la  solución 
computada para describir el interior del cuerpo estudiado.   Esto es, la imagen que se 
estime después de considerar una variación en la lectura de los electrodos, resultará muy 
distinta a la obtenida previamente.  Más aún, las variaciones que habrán de sufrirse dada 
una alteración en las lecturas de los electrodos son, en general, impredecibles en escalas 
suficientemente grandes.  
 
Esta  característica  resulta  muy  interesante  para  los  especialistas  en  Matemáticas 
Puras, pero es una calamidad para aquellos que se preocupan por su aplicación en la 
imagenología médica. 
 
La cuestión a discernir es cómo estudiar estas variaciones tan significativas ¿Nos 
enfrentamos  a  un  proceso  donde  las  variaciones  son  estocásticas  (aquellas  cuyo 
presente  no  guarda  relación  con  eventos  pasados)  o,  de  hecho,  la  TIE  puede 
considerarse un procesos caótico? 
 
Recordemos  que  un  proceso  caótico  es  aquel  que  posee  un  modelo  matemático 
fuerte.  Es decir, los eventos presentes dependen totalmente de los eventos pasados, lo 
que marca una diferencia fundamental con los procesos estocásticos. 
 
Aquello que poéticamente puede llamarse intuición matemática susurra, a los oídos 
de los especialistas, que la TIE es de hecho un proceso caótico, pero el romanticismo 
poco impacta a los verdaderos enunciados de la Física Matemática.  Si un proceso se 
desea  declarar  caótico,  los  modelos  matemáticos  determinísticos  que  lo  describen 
(determinístico  quiere  decir  que  los  resultados  no  se  darán  en  el  sentido  de  una 
probabilidad,  sino  de  total  certeza)  deberán  ser  claros  a  la  vista  de  todos  los 
especialistas. 
 
La intuición susurró por años que la TIE era un proceso caótico, pero los modelos 
matemáticos que sustentaran el hecho permanecieron en la obscuridad durante muchos 
años. 
 
En este sentido fue como Astala y Päivärinta abrieron, en 2006, una nueva brecha en 
la investigación de la TIE.  Al proporcionar modelos matemáticos en forma analítica de la 
ECC, no puede haber posibilidad de duda sobre cuáles son los factores que influyen en la 
dinámica  de  la  TIE,  y  se  sabe  de  manera  exacta  cómo  es  que  afectan  al  resultado.  
Notemos  que  estas  afirmaciones  no  implican  que  podamos  predecir  cuál  será  tal 
resultado.  Esto es porque la cantidad de factores que intervienen, aunque lo hacen de 
manera clara, interactúan tan intrincadamente que la predicción sin riesgo de error es 
inaccesible. 
 
Esto no es nuevo para el mundo científico.  De hecho, Werner Heisemberg ilustró 
magistralmente  este  tipo  de  dinámica  al  enunciar  el  bien  conocido  principio  de 
incertidumbre. 
 
Lo importante es que a tan sólo un año de publicarse el descubrimiento de Astala y 
Päivärinta, el investigador ucraniano–mexicano Vladislav  V. Kravchenko [10] utilizó los 
resultados de los investigadores finlandeses, en combinación con elementos de la Teoría 
de las Funciones Pseudoanalíticas de Lipman Bers, [11] para proponer lo que bien podría 
considerarse como la primera solución general conocida en forma explícita de la ECC en 
dos dimisiones, con una clase específica de funciones de conductividad. Rev. del Centro de Inv. (Méx.) Vol. 9 Núm. 34 Jul. - Dic. 2010 
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Aunque tal clase de funciones de conductividad no tiene un significado físico claro, la 
propuesta  de  Kravchenko  resultó  en  un  nuevo  y  poderoso  método  para  entender  el 
problema de Tomografía por Impedancia Eléctrica. 
 
Para  el  año  2009,  siguiendo  la  prospectiva  de  los  trabajos  antes  citados,  nuestro 
equipo de investigación había logrado establecer de manera explícita la estructura de la 
solución general para la ECC en dos dimensiones, considerando una clase mucho más 
amplia de funciones de conductividad estrechamente relacionadas con casos prácticos. 
[12] 
 
Esto permitirá en un futuro inmediato la construcción de nuevas y mejoradas técnicas 
de cómputo que darán como resultado una imagen construida por TIE mucho más exacta 
y nítida, lo que permitirá ampliar su uso en varias ramas, especialmente en el área de 
imagen médica, y se espera que las formulaciones también sustenten la clasificación de 
la TIE como un proceso caótico. 
 
Permítasenos ahora dar un giro en el cuerpo de este texto para ocuparnos de una 
cuestión que, por motivos de redacción técnica y científica, se ha dejado de lado en los 
artículos dedicados a este tema. 
 
Debemos puntualizar que la verdadera fuerza de esta nueva metodología para la TIE 
proviene de un área que, hasta el año 2006, había sido considerada de interés exclusivo 
de las Matemáticas Puras. 
 
Nos  referimos  a  la  Teoría  de  Funciones  Pseudoanalíticas,  desarrollada  por  el 
profesor  Lipman  Bers  en  la  segunda  mitad  del  Siglo  XX,  y  a  la  Teoría  de  Funciones 
Analíticas  Generalizadas  propuesta  por  el  profesor  Ilia  Vekua.    Ambas  fueron 
desarrolladas de manera independiente, pero vieron la luz de forma casi simultánea y 
existe entre ellas una estrecha relación. 
 
En breves términos, los trabajos se distinguen porque el profesor Bers construyó su 
teoría generalizando virtualmente cada uno de los teoremas principales de la Teoría de la 
Funciones  Analíticas,  mientras  que  el  profesor  Vekua  desarrolló  su  estudio  desde  la 
perspectiva de la Teoría de Operadores Diferenciales. 
 
Empero, ambas teorías son ejemplares por la estructura que poseen  y por la alta 
originalidad de los conceptos que en ellas se encuentran vertidas. 
 
La  limitante  que  encontraron  en  la  época  en  que  se  dieron  a  conocer,  fue  que 
requerían el uso de algoritmos recursivos, y los dispositivos de cómputo disponibles se 
encontraban en una etapa demasiado temprana para poder usarlos en pos de un análisis 
más profundo de estos trabajos. 
 
Fue  por  ello,  y  por  el  inminente  impacto  de  nuevas  áreas  en  las  Matemáticas 
Computacionales, como la Teoría del Caos y Fractales [13] que se pensaban lejanas de 
las  teorías  construidas  por  L.  Bers  e  I.  Vekua,  que  el  desarrollo  de  la  Teoría  de  las 
Funciones Pseudoanalíticas quedó en suspenso por más de tres décadas. 
 
En la actualidad, cuando uno dirige la mirada a los admirables trabajos de Bers y 
Vekua,  conscientes  de  su  aplicación  en  el  campo  de  TIE,  es  difícil  pensar  que  sus 
autores  nunca  llegarían  a  conocer  la  importante  contribución  de  sus  obras  en  las 
Matemáticas Aplicadas, la Física Teórica y la Ingeniería. 
 
De  hecho,  es  posible  percatarse  que  dichas  teorías  contienen  invaluables 
descripciones físicas, no sólo para el campo de la TIE, sino también para el campo de la 
Mecánica Cuántica, por citar otro ejemplo. Rev. del Centro de Inv. (Méx.) Vol. 9 Núm. 34 Jul. - Dic. 2010 
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Resaltar estos hechos es importante porque, en general, el tiempo que transcurre 
para  discernir  el  verdadero  impacto  que  una  teoría  puede  tener  en  la  estructura  del 
conocimiento  humano,  suele  prolongarse  bastante,  llegando  a  ser  evidente  incluso  a 
través de siglos. 
 
Hoy somos testigos de la elegante manera en que dos obras concebidas virtualmente 
por  contemporáneos,  y  pensadas  en  sus  albores  como  propias  de  las  Matemáticas 
Puras, nos sirven para extender nuestro entendimiento de la Física en cuestiones que 
podrían modificar nuestra perspectiva sobre fenómenos tan básicos como la circulación 
de  corrientes  continuas  a  través  de  un  cuerpo,  o  el  comportamiento  de  partículas 
cuánticas. [14] 
 
Todo ello a tan sólo medio siglo del nacimiento de las obras de I. Vekua y L. Bers.  
También es asombroso que la relación entre estas dos teorías con los problemas de la 
Física, se descubriera justo en una época en que los avances de la electrónica hagan 
posible crear procesadores con capacidades de cómputo y velocidad sin precedentes. 
 
Con la debida mesura, debemos sentirnos privilegiados de apreciar tan vivamente 
este  singular  evento,  que  en  muchos  sentidos  motivará  a  mentes  jóvenes  y  manos 
expertas  para  expandir  los  alcances  de  la  Teoría  Moderna  de  Funciones 
Pseudoanalíticas  mucho  más  allá  del  campo  de  la  TIE,  que  resulta  de  por  sí 
inmensamente vasta. 
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